
ŒÛÙˆ g ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ R Î·È 

¢Â›ÍÙÂ fiÙÈ: ·) 

‚) ∞Ó Ë ÁÚ·ÊÈÎ‹ ÙË˜ g ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ x’x Î·È Ë g Â›-
Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ R Ó· ‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë

Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ R.

ŒÛÙˆ Û˘Ó¿ÚÙËÛË f Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ R Ô˘ ÈÎ·ÓÔÔÈÂ› ÙÈ˜ Û¯¤-
ÛÂÈ˜ Î·È   

ÁÈ· Î¿ıÂ 
¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ:
·) 

‚) ÁÈ· Î¿ıÂ 

Á) ∏ ÂÍ›ÛˆÛË f(x)=x ¤¯ÂÈ ÌÈ· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ú›˙· ÛÙÈ (0,2)
‰) ∞Ó ÔÈ ÌÈÁ·‰ÈÎÔ› z ÈÎ·ÓÔÔÈÔ‡Ó ÙËÓ ÈÛfiÙËÙ·

.  

¡· ‚ÚÂıÂ› Ô ÁÂˆÌÂÙÚÈÎfi˜ ÙfiÔ˜ ÙÔ˘ z Î·È ÛÙË Û˘Ó¤¯ÂÈ· Ó·
‚ÚÂ›ÙÂ ÙÔ ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚÔ Î·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ Ì¤ÙÚÔ ÙÔ˘ z.

ŒÛÙˆ Ë Û˘ÓÂ¯‹˜ Û˘Ó¿ÚÙËÛË f  ÁÈ· ÙËÓ ÔÔ›· ÈÛ¯‡ÂÈ 

·) ¡· ·Ô‰Â›ÍÂÙÂ fiÙÈ Ë f Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË
‚) ¡· ‚ÚÂıÂ› Ô Ù‡Ô˜ ÙË˜ f
Á) ¡· ‚ÚÂıÂ› ÙÔ Û‡ÓÔÏÔ ÙˆÓ ÙÈÌÒÓ ÙË˜ f

·) ı¤Ùˆ u=2x-t, ¿Ú· 

°È· t=1:  u=2x-1
°È· t=2x+1: u=-1
√fiÙÂ 

ÕÚ· 

Î·È 

¶ÚÔÛı¤Ùˆ Î·Ù¿ Ì¤ÏË ÙÈ˜ (1), (2)

‚) ∏ h Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ R ̂ ˜ ¿ıÚÔÈÛÌ· ·Ú·ÁˆÁÈÛ›-
ÌˆÓ Î·È Â›Ó·È 

∏ Cg ‚Ú›ÛÎÂÙ·È ¿Óˆ ·fi ÙÔÓ ¿ÍÔÓ· x’x  ¿Ú· g(x)>0, ÁÈ·
Î¿ıÂ ÔfiÙÂ g(2x-1)>0.  ∏ g Â›Ó·È ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û·
ÛÙÔ R ¿Ú· ÁÈ· Î¿ıÂ , ÔfiÙÂ Î·È 

ÕÚ· Ë , ÁÈ· Î¿ıÂ , ¿Ú· Ë h ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û·

ÛÙÔ R.

·) ıÂˆÚÒ 
¿Ú· ÈÛ¯‡ÂÈ , ·Ú·ÙËÚÒ fiÙÈ h(2)=0, ¿Ú· 

Î·È ·fi ıÂÒÚËÌ· Fermat (1)

(x0=2 ÂÛˆÙÂÚÈÎfi ÛËÌÂ›Ô Dh , x0=2 ı¤ÛË ·ÎÚfiÙ·ÙÔ˘, h
·Ú/ÌË ÛÙÔ x0=2)
∂›Ó·È 

√fiÙÂ 

‚) f Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ R      , ¿Ú· Ë f ‰È·ÙËÚÂ› Úfi

ÛËÌÔ ÛÙÔ R, ÂÂÈ‰‹ ¿Ú· f(x)>0, 

Á) ıÂˆÚÒ g(x)=f(x)-x. ∂Ê·ÚÌfi˙ˆ ÁÈ· ÙËÓ g ÙÈ˜ ˘Ôı¤ÛÂÈ˜
ÙÔ˘ ı. Bolzano ÛÙÔ [0,2]:
g Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ [0,2] ̂ ˜ ‰È·ÊÔÚ¿ Û˘ÓÂ¯ÒÓ
g(0)=f(0)-0=f(0)>0

ÕÚ· g(0). g(2)<0, ÔfiÙÂ ̆ ¿Ú¯ÂÈ ÌÈ· ÙÔ˘Ï¿¯ÈÛÙÔÓ Ú›˙· ÙË˜
g(x) ÛÙÔ (0,2).
‰)

ÕÚ· Ô ÁÂˆÌÂÙÚÈÎfi˜ ÙfiÔ˜ ÙˆÓ ÂÈÎfiÓˆÓ ÙÔ˘ z Â›Ó·È Î‡ÎÏÔ˜

ÌÂ Î¤ÓÙÚÔ ∫(2,-1) Î·È ·ÎÙ›Ó· 

º¤Úˆ ÙË ‰È·ÎÂÓÙÚÈÎ‹ Â˘ıÂ›· √∫  Ô˘
Ù¤ÌÓÂÈ ÙÔÓ Î‡ÎÏÔ ÛÙ· ∞, µ 

·) ∞ÚÎÂ› Ó· ‰Â›Íˆ fiÙÈ Ë Â›Ó·È Û˘ÓÂ¯‹˜ ÛÙÔ

t2 Û˘ÓÂ¯‹˜ ̂ ˜  ÔÏ˘ˆÓ˘ÌÈÎ‹
e-f(t) Û˘ÓÂ¯‹˜ ̂ ˜  Û‡ÓıÂÛË Û˘ÓÂ¯ÒÓ
¿Ú· t2 . e-f(t) Û˘ÓÂ¯‹˜ ̂ ˜ ÁÈÓfiÌÂÓÔ Û˘ÓÂ¯ÒÓ
ÔfiÙÂ Ë Â›Ó·È ·Ú·ÁˆÁ›ÛÈÌË ÛÙÔ

‚) ¶·Ú·ÁˆÁ›˙Ô˘ÌÂ Î·È Ù· 2 Ì¤ÏË

ÕÚ· e f(x) = x3+c ÔfiÙÂ f(x)=ln(x3+c)
°È· x=0: 

¿Ú· ln(0+c)=0 c=1 ÔfiÙÂ f(x)=ln(x3+1)
Á) ∂ÍÂÙ¿˙ˆ ÙËÓ f ̂ ˜ ÚÔ˜ ÙËÓ ÌÔÓÔÙÔÓ›·

ÕÚ· f ÁÓËÛ›ˆ˜ ·‡ÍÔ˘Û· ÛÙÔ ÔfiÙÂ

∆∞ £∂ª∞∆∞ ∂¶πª∂§∏£∏∫∞¡ ∆∞  ºƒ√¡∆π™∆∏ƒπ∞ 

Ã∞™π∞∫∏™Ã∞™π∞∫∏™
ÛÙÔv ¶∂πƒ∞π∞

f(A) = f(x)lim
x→-1+

, f(x)lim
x→+∞

 = (-∞,+∞) =R

(-1,  +∞)

f′(x) =[ln(x3+1]′ = 1
x3+1

 (x3+1)′ = 3x2

x3+1
 ≥0

⇔

f(0) = 3 t2⋅ e-f(t) dt ⇔ f(0) = 0
0

0

⇔ f′(x) = 3x2 ⋅ 1
ef (x)

 ⇔ f′ (x)⋅ ef(x) = 3x2 ⇔ ef(x)  ′ = (x3)′

f′ (x) = 3 t2⋅  e-f(t)dt
0

x

 ′ ⇔ f′(x) = 3x2 ⋅ e-f (x) 

(-1,  +∞)

f(x) = 3 t2⋅  e-f(t)dt,
0

x

(-1,  +∞)
g(t) = t2⋅ e-f(t)

§Y™H 3Ô˘ £∂ª∞∆√™

zmax = OB = OK+ ρ = 3 5
2

 

zmin = OK-ρ = 22+(-1)2 - 5
2

 = 5  - 5
2

 = 5
2

 

ρ= 5
2

⇒ z-(2-i)  = 5
2

 

z-2e2f(2)+i  = 5
2

 ⇒ z-2e2 1
e2

 +i  = 5
2

 ⇒ z-2+i  = 5
2

 ⇒ 

g(2) = f(2) - 2 = 1
e2

 -2< 0

x∈Rf(2) = 1
e2

 > 0

x∈Rf(x) ≠ 0

h′(2) = 0 ⇔e2f(2) =1 ⇔ f(2) = 1
e2

h′(x) = etf(t)dt-x+2
2

x

 ′ = exf(x)-1

h′(2)=0h(x) ≥ h(2), x∈R

x∈Rh(x) ≥ 0

h(x) = etf(t)dt-x+2
2

x

etf(t)dt-x+2 ≥ 0
2

x

§Y™H 2Ô˘ £∂ª∞∆√™

x∈Rh′(x) > 0

g′(2x-1) ≥ 0x∈Rg′(x) ≥ 0
x∈R

2 g(2x-1) + 2g′(2x-1)   (3)

h′(x) = f′(x) + f(x)  ′= f″(x) + f′(x) = 

2[g(2x-1) + 2g′(2x-1)]

⇒ f′(x) + f″(x) = 2g(2x-1) + 4g′(2x-1) = 

f″(x) = 2g′ (2x-1) (2x-1)′ = 4g′(2x-1)  (2)

f′(x) = g(u)du
-1

2x-1

 ′ = g(2x-1) (2x-1)′ = 2g(2x-1)  (1)

f(x) = g(2x-t)dt
1

2x+1

= - g(u)du
2x-1

-1

 = g(u)du
-1

2x-1

du = - du ⇔ - du = dt

du = (2x-t)′dt

§Y™H 1Ô˘ £∂ª∞∆√™

§Y™EI™

f(x) = 3 t2⋅  e-f(t)dt,    x> -1
0

x

3Ô £∂ª∞ 

z-2e2f(2)i  = 5
2

x∈Rf(x) > 0

f(2) = 1
e2

x∈R
et⋅ f(t)⋅ dt ≥ x-2

2

xf(x) ≠ 0

2Ô £∂ª∞ 

h(x) = f′(x) + f(x)

f″(x) + f′(x) = 2 g(2x-1) + 2g′(2x-1)  

f(x) = g(2x-t)dt
1

2x+1

1Ô £∂ª∞ 
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